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This essay is just a contribution to spread the learning and applications of cubic equations
of state for modeling and simulation the thermodynamic properties of substances. Here, the
isothermal curves are applied to develop a comparative study between two centennial
equations of state: Van der Waals (1873) and Berthelot (1899), and some of their
similarities and differences in thermodynamic properties are revealed. Observations of
isothermal characteristics for all interesting temperature ranges, as well as the ranges from
high until low pressures and from small until large volumes, give better understanding of
the scope and limitations of these equations of state specially the phase transition's controls
between liquid and gaseous states. In the first approach the equations of state are applied in
the form of corresponding states, and this makes possible to see several similarities and
differences between the isothermals. In the following step, the water and carbon dioxide
are the substances modeled with dimensional isothermals of equations of state, and the
isothermal behaviors confirm the previous results.

Este ensaio tem o proposito de apenas colaborar para difundir a aprendizagem e as
aplicagdes das equagdes de estado do tipo cubicas na modelagem e simulagdo das
propriedades termodindmicas das substancias. Neste trabalho ¢ desenvolvido um estudo
comparativo entre duas equagdes de estado centendrias: Van der Waals em 1873 ¢
Berthelot em 1899, no qual as isotermas sdo utilizadas para revelar as similaridades e
diferengas nas suas propriedades termodinamicas. As observagdes das caracteristicas das
isotermas em todo intervalo interessante da temperatura, bem como nos intervalos de alta a
baixa pressdes e pequenos a grandes volumes, oferecem melhor compreensdo do alcance e
limitagdes dessas equagdes de estado, especialmente no controle da transi¢do de fase entre
os estados liquido e gasoso. Na primeira abordagem a aplicacdo das equagdes de estado ¢
feita na forma dos estados correspondentes o que torna possivel extrair véarias semelhangas
e diferengas nos comportamentos das isotermas. Na sequéncia, cada equagdo de estado na
forma dimensional ¢ aplicada para modelar as isotermas da agua e do dioxido de carbono e
seus comportamentos confirmam os resultados anteriores.

[. INTRODU,IO

Este trabalho faz parte de um primeiro movimento com o objetivo de desenvolver um material didatico que possa ser
utilizado tanto para difundir a aprendizagem e as aplicagdes das equagdes de estado, as quais t€m tido pouca presenga
na maioria dos livros utilizados nos cursos universitarios no Brasil, quanto para familiarizar o estudante de curso
universitario com os conceitos e mecanismos envolvidos nesse tema.

Como proposi¢do inicial no preenchimento dessa lacuna, este estudo relata o desenvolvimento de um processo
comparativo simples envolvendo duas equagdes de estado centendrias, a de Van der Waals e a de Berthelot, concebidas
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em 1873 e 1889 respectivamente; observando as principais caracteristicas que as tornam semelhantes ou as diferenciam
na descricdo do comportamento termodindmico de qualquer substancia. Sem pretender exaurir o assunto € nem ter
respostas para todas as caracteristicas observadas, o objetivo ¢ torna-las mais compreensiveis para familiarizar o
aprendiz e melhorar a sua capacidade de modelar o comportamento termodinamico das substancias.

Incluindo alguns fragmentos da historia contextualizada, a comparagdo ¢ feita por intermédio de varias isotermas
dessas duas equacdes de estado, primeiro sob a condi¢do do principio dos estados correspondentes (com variaveis
termodinamicas adimensionais) e, na sequéncia, as isotérmicas sdo aplicadas para modelar os comportamentos
termodinamicos de duas substidncias moleculares com trés atomos: agua (! | 0) e dioxido de carbono (! 0,). Nessas
comparagdes € ressaltado o comportamento na transicdo de fase dos fluidos, fendmeno qualitativamente bem previsto
pelas duas equagdes de estado.

Um procedimento experimental basico para o processo isotérmico consta de uma substancia contida em um
cilindro com um pistdo mdvel no qual a pressdo é lenta e continuamente (processo quase estatico) aumentada ou
diminuida, enquanto a temperatura é mantida constante pelo contato diatérmico com um reservatorio de calor.

As caracteristicas e comparagdes entre essas equagdes de estado delineadas com o processo com volume
constante e pressdo constante serdo discutidas em artigo posterior.

I.1. O que Z e pra que servea equaso de estado?

A equacdo de estado (EOS) ¢ uma fungdo termodindmica estruturada nas propriedades das interagdes fisicas que
ocorrem entre atomos ou moléculas constituintes de substancia pura ou de mistura de substancias, a qual ¢ submetida a
transformacdes do estado de energia em equilibrio termodinamico. Essas transformacdes podem ocorrer sem ou com
mudanca de fases, pois as substincias podem se apresentar em qualquer estado fisico da matéria — sélido, liquido ou
gasoso, por exemplo — por manipulagdo de variaveis termodindmicas: temperatura, pressdo e volume ou densidade da
substancia, além da quantidade de matéria da substancia.

Com a EOS definida é possivel analisar as propriedades termodinamicas de substincias puras ou de misturas,
realizando a modelagem desse comportamento por meio de pardmetros ajustaveis. O conhecimento das propriedades
termodinamicas: coeficiente de dilatagdo, coeficiente de compressibilidade, calor especifico, energia livre, entropia etc.
¢ essencial para o planejamento e elaboracdo de processos quimicos e fisicos, como acontece com os polimeros.

Ao longo de quase um século e meio, os resultados tedricos e experimentais confirmam que as equagoes de
estado permanecem sendo uma ferramenta muito util para modelar os comportamentos termodindmicos das substancias
ou as misturas destas. Esse fato fica evidente nas diversas alteragdes feitas no perfil original da EOS pelo continuo
esforgo para desvendar as secretas ligagdes entre as estruturas nanoscopicas das substancias em qualquer estado fisico
da matéria e as respectivas propriedades fisicas e quimicas. O que € possivel inferir hoje, se Valderrama (2003)
informa que em 1940 ja haviam sido publicadas cerca de 200 equagdes de estado?

Para as substancias reais (ndo ideais) o modelo mais simples de EOS ¢ a equacdo cubica no volume, enquanto as
teorias estatisticas desenvolvem modelos mais complexos, dependendo do tipo de substincia que estd sendo analisada.
Interessantes e fartos resumos sobre as pesquisas e aplicagdes de diversas equacdes de estado a varios tipos de
substancias estdo disponiveis em recente literatura cientifica e tecnologica: Sengers (1999), Lambert et al. (2000), Wei
& Sadus (2000), Miiller & Gubbins (2001), Prausnitz & Tavares (2004), Tan et al. (2008), Kontogeorgis & Economou
ESTA REFERENCIA NO ESTA AL FINAL (2010), Valderrama (2003; 2010).

Na linha do ensino e aprendizagem foram detectados poucos trabalhos publicados tratando especificamente das
equagdes de estado (Saturno, 1962, Martin, 2011) e os livros textos mais utilizados na maioria das instituigdes de
ensino superior no Brasil (Callen, 1960, Kittel & Kroemer, 1980, Chaves, 2001, Nussenzveig, 2002, Resnick et al.,
2007, Sears et al., 2008, Tipler & Mosca, 2009) tém trazido pouca ou nenhuma atualizagdo desse assunto, pois
continuam apresentando a EOS do gés ideal seguida pela EOS de Van der Waals sem de fato discutir as enormes
diferencas entre essas duas equacdes, as limitacdes da EOS de Van der Waals e encerrando o assunto como se nada
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mais houvesse sido desenvolvido ap6s essas duas muito importantes contribuigdes seculares. Inclusive o texto cldssico
de Holton e Roller (1958) d4 o mesmo tratamento para a EOS de van der Waals. E interessante observar que Feynman
et al. (1975) e Alonso e Finn (1980) sequer citam a EOS de van der Waals. Quem ainda aborda duas ou trés outras
equagdes de estado ¢ o tradicional livro do Sears (1959) e, mais recente, o de Potter e Scott (2006), embora de modo
bem resumido.

Esse tratamento ¢ estendido até para outras areas de interesse como o livro de Stewart (2013), no qual a EOS de
Van der Waals ndo mereceu sequer uma citacdo, embora tenha desencadeado muitas consequéncias cientificas e
tecnologicas nos tltimos 140 anos.

O que fazer para alterar o quadro atual? Seria muito importante que houvesse aumento do interesse cientifico e
tecnologico para inserir as pesquisas e aplicagdes das equagdes de estado ainda no dmbito dos cursos de graduagdo
universitaria, com énfase nas Licenciaturas para que os novos professores tivessem maior embasamento sobre este
assunto e, em consequéncia, conseguissem ampliar essa discussdo para o ensino pré-universitario.

1.2. Por que omZtodo da comparas<d®?

Quem lembra como aprendeu a identificar um gato ou um cachorro? Ou a discernir o cheiro e voz da mae do cheiro e
voz do pai? Talvez alguém consiga lembrar, no entanto atualmente ainda sdo desconhecidos os processos bio-fisico-
quimicos, ou seja, 14 o que for, que arquitetam essas estruturas cognitivas no ser humano e como as mantém acessiveis
na memoria.

Enquanto uma forma de manifestacdo da atividade cognitiva, a comparagdo € um processo primario no
comportamento humano, bésico para a sobrevivéncia e inerente a constru¢do do conhecimento durante as atividades
humanas, por exemplo: comparando objetos (concretos ou abstratos) aprende-se a identificar formas, tamanhos, cores,
cheiros, sons, sabores etc. De algum modo ainda ndo bem compreendido, o ser humano desenvolve habilidades
cognitivas que o tornam capaz de construir modelos e tipologias mentais para identificar continuidades e
descontinuidades, regularidades e irregularidades, semelhancas e diferencas, além de reorganizar e reestruturar esses
modelos e tipologias para aplica-los diante de novos desafios mais complexos, ou perante nova realidade, o que
caracteriza a aprendizagem significativa, conforme Ausubel (1963, citado em Moreira et al., 1997 EN LAS
REFERENCIAS ESTA MOREIRA, FALTA LA REFENCIA ESPECIFICA DE AUSUBEL).

Na discussdo de mudanga conceitual em atividade de ensino e aprendizagem de conceitos de Fisica, por
exemplo, o processo comparativo entre duas interpretagdes diferentes para o mesmo fendmeno — como no caso das
interpretacdes de Newton e de Einstein sobre o movimento de uma particula — pode promover a construgdo de
parametros cognitivos os quais, em geral, conseguem estabelecer um ou mais padrdes de discernimento que conduzem
o aprendiz a uma opg¢do, ndo por pura opinido ou simpatia, porém por julgamento com a utilizagdo de critérios
desenvolvidos durante o processo de comparagdo. Esse resultado guarda muitas diferencas positivas em relacdo ao
ensino e aprendizagem dos conceitos sem qualquer referéncia comparativa, entre essas diferengas ressalta-se a
utiliza¢do do conhecimento prévio e o tempo de retencdo do novo conhecimento.

Por intermédio do processo de comparagdo ¢ possivel desenvolver melhor compreensdo dos novos problemas e
conceitos. O estudo de Schneider & Schimitt (1998) discute os diferentes métodos comparativos utilizados por Isidore
Auguste Marie Frangois Xavier Comte (1798-1857), Emile Durkheim (1858-1917) e Maximilian (Max) Karl Emil
Weber (1864-1920) como instrumento de explicagdo e generalizagdo nas ciéncias sociais. Infelizmente ndo foi possivel
encontrar registro de estudos e aplicacdes especificos desse método no processo de ensino e aprendizagem de Fisica.

Com o objetivo de promover alguma mudanga conceitual partindo da interpretacdo do comportamento
termodinamico dos gases ideais para compreender o comportamento de substincias reais conforme a previsdo das
equagdes de estado de Van der Waals e de Berthelot, a aplicagdo do método de comparagdo neste trabalho tem a
pretensdo de utilizar as isotermas nos diagramas como os signos simbolicos definidos por Vygotsky (1987, 1988,
citado em Moreira, 1997).
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II. FRAGMENTOS DO PANORAMA HISTIRICO

Faz 140 anos que o fisico neerlandés Johannes Diderik Van der Waals (1837-1923) apresentou a sua proposta para
descrever o comportamento termodindmico de substancias, consolidada no que ele mesmo chamou de “nossa equagao
de movimento”:

(!!%)(V!' IDYEES A (1)

na qual o volume molar é!,,, a pressdo ¢ P e a soma representa a energia cinética molecular total da substancia, cada
molécula com massa! | e velocidade v; (Rowlinson, 1988). Em publicagdes posteriores, o proprio Van der Waals
substituiu esse termo da energia cinética molecular pela equivalente energia térmica " (Valderrama, 2010).

Com o resultado de sua tese de doutorado “Over de Continuiteit van den Gas- en Vloeistoftoestand” (Sobre a
continuidade dos estados gasosos e liquidos) e defendida em 14 de junho de 1873 na Universidade de Leiden (a mais
antiga da Holanda) Van der Waals inaugurou uma nova fase no campo da termodinamica tedrica, pois a sua equagdo de
movimento ¢ reconhecida pelo mundo cientifico como o primeiro esforco bem sucedido para descrever
qualitativamente a coexisténcia das fases vapor-liquido de substancias puras em sistemas fechados, utilizando o ajuste
de so6 dois parametros ! e !, os quais caracterizam o tipo da substancia analisada: o parametro a carrega a informacao
de como as propriedades termodindmicas dependem das forcas atrativas interatdmicas ou intermoleculares, enquanto o
parametro b, representando o volume finito ocupado pelos atomos ou moléculas da substancia, esta associado as forgas
de repulsdo no interior da substancia.

Esta nova EOS apresenta uma estrutura tedrica que a torna capaz de superar muitas das limitagcdes inerentes a
EOS do gas ideal:

pv =" 2

Com origem nos estudos de Robert Boyle (1627-1691) em 1662 e bem estabelecida desde 1834. A equacao (1) pode
ser simplificada para a equagdo (2) fazendoa! ! e! =0.

Alicer¢ada nas relacdes entre quantidades macroscopicas: pressdo ! , volume ! , temperatura T e quantidade de
matéria! , a EOS de Van der Waals interpreta dois conceitos fundamentados na existéncia de particulas de matéria: as
substancias sdo constituidas por &tomos ou moléculas que interagem mutuamente e apresentam volumes finitos.

Isto aconteceu na época em que as duvidas sobre a realidade das particulas constituintes da matéria ainda
superavam as certezas e persistiam perguntas cruciais ainda sem respostas cientificas, tais como: Qual ¢ a estrutura
fisica da matéria? Qual € a natureza do calor? Qual ¢ o fundamento dos fendmenos quimicos?

Até entdo, a novidade nesse campo era o modelo atdmico do quimico inglés John Dalton (1766-1844), proposta
no seu livro New system of chemical philosophy (Novo sistema de filosofia quimica) publicado em 1808 e 1810,
concebendo uma estrutura atdmica ou molecular para as substancias. Mesmo assim, em 1827 Robert Brown ndo
conseguiu interpretar o movimento aleatério de pequenas particulas oriundas do pdlen (organelas) enquanto flutuavam
na placida superficie de um liquido. Por outro lado, com esse modelo atomico, James Clerk Maxwell (1831-1879)
também desenvolveu uma distribui¢do estatistica para as velocidades das moléculas contidas em certo volume de gas,
publicada no seu livro Theory of Heat (Teoria do Calor) (1871, citado em Rowlinson, 1988, p. 7).
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Nesse ambiente cientifico, além de construir um modelo de equacdo capaz de demostrar que as moléculas sdo

particulas reais de matéria, Van der Waals também comprovou que em ambas as fases, gasosa ou liquida, de qualquer
substancia as moléculas sdo sempre as mesmas, como anota Valderrama (2010).
Os aspectos inovadores dessa EOS — propondo respostas para as trés perguntas acima — descortinaram promissor
campo de pesquisa para estudar o comportamento termodindmico de substincias puras em equilibrio na fase gasosa,
durante a transicdo de fases vapor-liquido e em equilibrio na fase liquida. Em consequéncia, nesse periodo foram
solidificados dois fortes grupos de pesquisadores: um grupo teodrico liderado por Van der Waals na Universidade de
Amsterdam (estabelecida em 1877) e um grupo experimental na Universidade de Leiden (criada em 1575) liderado
pelo fisico também neerlandés Heike Kamerlingh Onnes (1853-1926) que nesses laboratorios desenvolveu processos
criogénicos para liquefazer o gas hélio, pelo qual foi laureado com o prémio Nobel de Fisica em 1913.

A importancia dessa interpretagdo de Van der Waals pode ser avaliada pela discuss@o gerada e enriquecida com
a participacdo de muitos pesquisadores contemporaneos do quilate de James C. Maxwell, Ludwig Boltzmann, H. A.
Lorentz, Rudolf Clausius, J. Willard Gibbs and Max Planck, entre outros, os quais acrescentaram diversas
contribui¢des para aprimorar e ampliar a compreensao da proposta original (Rowlinson, 1988).

Apos 37 anos de sua primeira publicagdo, a importancia da pesquisa de Van der Waals também foi reconhecida
pela academia Nobel com o prémio de Fisica de 1910 — ele foi o décimo quarto fisico premiado — com os dizeres "for
his work on the equation of state for gases and liquids" (‘“por seu trabalho sobre a equagdo de estado para os gases e
liquidos™). Em sua conferéncia do Nobel, Van der Waals relatou que tinha clareza das debilidades do seu modelo de
EOS e focou as razdes sobre os dois parametros ajustaveis ! e! (Van der Waals, 2010).

Embora a EOS de Van der Waals tenha feito a descri¢do qualitativa dos resultados experimentais de Andrews
(1869) para o didxido de carbono, com o que ganhou muito prestigio, de fato o problema est4d na falta de precisdo
quantitativa dessa descri¢do, caracteristica negativa que se acentua com a pretensao de aplicar essa EOS para descrever
o estado termodinamico das misturas de substancias, independente das regras de mistura utilizadas.

Essa constatacdo incentivou o desenvolvimento de modificagdes na estrutura da propria EOS original com o
proposito de tornar a EOS modificada capaz de apresentar resultados quantitativos mais confiaveis para qualquer tipo
de substancia. As informagdes contidas em Rowlinson (1988) ddo a entender que até o final do século XIX varias
propostas foram feitas: Clausius (1880), Tait (1888), Onnes (1897 ESTAS 2 REFERENCIAS NO ESTAN AL FINAL,
PERO CREO QUE PUEDEN QUEDAR PORQUE SON MENCIONES DE FECHAS DE SUS PROPUESTAS, NO
NECESARIAMENTE REFENCIAS BIBLIOGRAFICAS), Berthelot (1899), Dieterici (1899, citado em Sadus, 2001),
que ainda desempenham fung¢des especificas, pelo menos nas pesquisas da termodinamica (Freeze & Chevalier, 1978,
Martin, 1979, Sadus, 2001, 2002, 2003, Polishuk & Vera 2005, Sobko, 2008).

Foi nesse contexto que Daniel Berthelot (1865-1927) desenvolveu a sua proposta de EOS cubica, representada
pela expressao:

(P! -2)Um! b) =RT! 3)

|
S

Na qual introduziu a temperatura multiplicando o quadrado do volume no denominador do segundo termo do primeiro
parénteses, com o objetivo de melhorar a precisdo da EOS para as pressdes mais elevadas (Berthelot, 1889).

A contribuicdo de Berthelot ndo foi a primeira a modificar a EOS de Van der Waals e esse procedimento
continua até hoje, pois a aplicacdo das equagdes de estado a diversas areas do conhecimento humano ampliaram e
diversificaram a sua estrutura.

ll. AS EQUA,IES DE ESTADO: CARACTER&STICAS B¢SICAS
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Que comportamento ¢ esperado para um géas real quando o mesmo for comprimido gradativamente, mantendo a
temperatura constante € menor que a temperatura critica, 7' < 7., iniciando em certo ponto na regido onde se comporta
aproximadamente como um gas ideal (com grande volume e baixa pressdo) e passando para o regime de alta pressdo?

Para descrever o comportamento termodindmico de qualquer substancia ou suas misturas, a EOS ¢ definida por
uma relagdo matematica envolvendo algumas varidveis termodindmicas. Em geral, a funcdo da pressdo ¢ relacionada
com o volume V, a temperatura T e a quantidade de particulas N, ou o nimero de moles n, contidos na substancia:

p=1(11n) 4)

O processo termodinamico na natureza, sem nenhum controle por interven¢ao humana, pode ocorrer com modificagdes
lentas ou bruscas em todas as variaveis envolvidas na EOS: p, ! T! ! | o0 que dificulta sobremaneira a modelagem
desse processo natural. Em laboratorio € possivel controlar os processos mantendo constante pelo menos uma das ditas
variaveis e desenvolvendo variagdes quase estaticas para as outras varidveis. O modo mais simples e corriqueiro tem
sido o de manter o sistema termodindmico fechado para a massa, sem troca de particulas com a vizinhanga, ou seja,
mantendo constante o numero de moles n durante todo o tempo de observacdo do processo. Outros processos
relativamente simples e muito aplicados sdo o isobérico, o isotérmico e o isométrico. H4 outros processos
termodinamicos mais sofisticados: o adiabatico (sem troca de calor com a vizinhanga) e o isentropico (com entropia
constante: adiabatico e reversivel), por exemplos.

Os primeiros modelos de equagdes de estado s@o relagdes simples provenientes de resultados experimentais
realizados em uma €poca em que as substancias gasosas eram tidas como fluidos continuos, sem estrutura interna, pois
a suposicao da existéncia de atomos ou moléculas ainda era apenas um objeto filoséfico sem fundamento experimental.
= constante, valida para a transformagao isotérmica de

A primeira relagdo bem sucedida ¢ a lei de Boyle, !
quantidade fixa de gas, proposta pelo irlandés Robert Boyle (1627-1691), conforme consta em seu livro “New
Experiments Physico-Mechanical Touching the Spring of the Air and its Effects” (Novas experiéncias fisico-mecanicas
relativas a compressdo do ar e seus efeitos), publicado em 1662, conforme cita Holton ef al. (1958).

Apos 125 anos, seguiram-se outras relacdes experimentais com novas proposigoes:

- em 1787, a transformacgdo isobarica com% = constante, proposta pelo francés Jacques Alexandre César

Charles (1746-1823).

- em 1809, a transformacdo isométrica com!; 1 1"#3$%&#%do francés Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850),

proposta.

- em 1811, a transformacdo com pressdo e temperatura constantes, na qual vale a relagio!'— = I"#$%&#%'

proposta pelo italiano Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro (1776-1856).

De acordo com Holton et al. (1958), essa proposta de Avogadro foi importante porque contestou alguns
elementos basicos da hipétese atdmica de Dalton (1808 e 1810, citado em Holton, et al., 1958, pp. 404-417) e propds
novas bases para estabelecer melhor interpretacdo da composi¢do atdmica e molecular dos gases.

Em 1834, o engenheiro francés Benoit Paul Emile Clayperon (1799-1864) reuniu as informagdes contidas nas
relagdes acima em uma EOS representada pela expressao:

I" | nRT. (5)
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A qual, segundo a interpretacdo da mecanica estatistica, s6 ¢ adequada para modelar as propriedades de gas
monoatdmico com baixa densidade, sob baixa pressdo e elevada temperatura, considerado um gés ideal, porque nessa
condi¢@o o volume das particulas é desprezivel em relacdo ao volume total ocupado pelo gas e as interacdes entre as
particulas podem ser consideradas nulas. Nessa expressdo ¢ incluida a constante dos gases cujo valor ¢
R = 8,3145107Y /(mol K) em unidades medidas no Sistema Internacional (SI).

A comprovagdo experimental da incapacidade da EOS de Clayperon de modelar os gases reais desencadeou uma
busca por novas estruturas para esse tipo de equagdo que culminou, em 1873, com a EOS cubica de van der Waals, na
qual este introduziu duas caracteristicas fisicas inovadoras (Sears, 1959; Callen, 1960; Kittel et al., 1980; Rowlinson,
1988; Nussenzveig, 2002):

1- Considerou que as particulas da substincia ocupam certo volume finito b por mol de particulas e, por isso, é
necessario excluir essa quantidade do volume total ocupado pela substancia: ! ug0, ! !totar ! 1b.

2- Ao supor que as particulas interagem por meio de forcas intermoleculares atrativas, verificou que essa interagdo
diminui a pressdo total do gas, ! ;ptq;, de um valor médio proporcional ao quadrado do numero de moles por

2 2
unidade de volume, (?) , 0 que resulta na expressdo para o a pressao do gés ideal: pjgeq; = Prigg + ! (lﬁ) .

Os dois parametros a e b t€ém a funcdo de ajustar a EOS de Van der Waals ao comportamento experimental de
cada substancia e, por essa razdo, um par desses pardmetros caracteriza cada substancia.

A forma classica da EOS cubica, p =! ., — prrg , promove a competicdo entre dois termos da pressdo: o
primeiro termo, ! .y, € associado aos efeitos das forgas de repulsdo em fung¢do do volume finito ocupado pelas
particulas da substancia, enquanto o segundo, py4 , representa os efeitos das forgas atrativas entre os componentes,
atomos ou moléculas, da substancia processada.

A competicdo entre esses dois termos produz duas caracteristicas muito importantes, impossiveis de acontecer
com a EOS do gas ideal:

I- Acima da temperatura critica a substancia permanece no estado gasoso, independente da pressao.

2- Gera uma fun¢do que reproduz, ao menos qualitativamente, o comportamento experimental da substincia
durante o processo de transicdo de fase entre os estados liquido e gasoso no intervalo de temperatura maior que a
temperatura de fusdo até a temperatura do ponto critico, ! ., da substancia (ver as figuras 8 e 12).

O ponto critico é determinado pelas seguintes condi¢des impostas para a primeira e segunda derivadas da funcao
p="'(,!,1)emrelagdo ao volume ! :

(f,—p)T!n! 0 e (ZIZ_Z).. —1. 6)

Dessas derivadas nulas resultam relagdes entre os pardmetros ajustaveis ! e! e os valores criticos da pressdo, !, do
volume, !, e da temperatura, !, .

Existem muitos outros tipos de equagdes de estado cubicas e ndo cubicas com mais de dois pardmetros
ajustaveis.

Independente dessas caracteristicas, o procedimento basico para modelar as propriedades termodindmicas de
qualquer substancia com a EOS cubica de dois pardmetros ajustaveis ! e !, utiliza algum processo experimental para
determinar os valores vinculados entre a pressao, o volume e a temperatura da substancia analisada.

Para esse conjunto de dados podem ser montados alguns tipos de diagramas descrevendo os processos mais
simples de transformacdo termodindmica: o diagrama!! V para a transformacdo isotérmica, o diagrama pXx! para a
transformacdo isocdrica e o diagrama ! ! T para a transformagao isobarica.

Agora a tarefa ¢ fazer o ajuste da EOS teorica com as curvas experimentais com o auxilio dos dois parametros
ajustaveis a e b. Em qualquer processo termodindmico, os valores desses dois pardmetros vdo sendo adequadamente
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modificados até que a curva tedrica da EOS se ajuste o melhor possivel, ao comportamento apresentado pelo conjunto
de pontos da isoterma, ou isobarica ou isométrica. Os dois parametros assim determinados caracterizam aquela
substancia e, com as expressdes obtidas para o ponto critico a partir das derivadas nulas comentadas logo acima
(equacdo 6), ¢ possivel fazer a estimativa dos valores criticos da pressdo, temperatura e volume dessa substancia.

Na sequéncia deste estudo sdo apresentadas as principais caracteristicas das isotermas associadas as equagdes de
estado do gés ideal, de Van der Waals e de Berthelot.

[11.1 - A EOS parao gis ideal

, . ~ ~ 14 A ~
Até 1873, a unica relagdo entre a pressdo p, a temperatura T e o volume molar V;, = ;- de uma substéncia era a equagéo

(2), qualificada como a EOS do gés ideal nos livros universitarios (Nussenzveig, 2002; Chaves, 2001).

O desenvolvimento da EOS do gés ideal - fundamentado principalmente nos resultados experimentais de Boyle,
Charles, Gay-Lussac e de Avogadro — modelou os resultados obtidos nas experiéncias realizadas naquela época quando
os gases eram comprimidos com pressdes menores do que dez vezes a pressdo atmosférica ao nivel do mar e a
temperatura s6 era diminuida até poucos graus abaixo do gelo. Essas circunstincias tecnoldgicas limitaram o alcance
dos resultados experimentais que poderiam revelar os efeitos da estrutura interna dessas substancias gasosas, o que de
fato ocorre quando o gas é comprimido sob pressdo externa e fica com densidade fica muito elevada.

Essas foram as duas principais razdes que dificultaram os processos de liquefacdo dos gases, tanto que algumas
substancias gasosas — hidrogénio e hélio, por exemplos — eram consideradas gases perenes, isto €, jamais seriam
liquefeitos. Com o aprimoramento da bomba de compressdo e de recipientes mais resistentes, em meados do século
XIX os pesquisadores comecaram a superar algumas das limitagdes tecnologicas, como atesta o trabalho de Andrews
(1869).

A limitacdo no processo de criogenia s6 foi resolvida no inicio do século XX com o aprimoramento da bomba de
vacuo e dos recipientes criogénicos realizados pelo escocés James Dewar (1902, citado por Rowlinson, 1988, p. 23) ao
liquefazer o hidrogénio, em 1898, reduzindo a temperatura para 20,!" ! =1 252,87 °C, abaixo da temperatura
critica, T, =!I ! | e por Heike Kamerlingh Onnes (1908, citado por Rowlinson, 1988, p. 23) que liquefez o hélio
(mais tarde classificado como hélio-4) a!,22 K = —!"# 193191 . Ambos se valeram da EOS de Van der Waals para
chegar a esses resultados.

Aplicando a EOS para modelar as isotermas de um gas ideal (o processo termodindmico no qual ocorrem
variagdes na pressdo e no volume enquanto a temperatura permanece constante) o resultado apresenta o
comportamento visualizado no diagrama a esquerda na Figura 1, no qual a relagcdo pressdo x volume ¢é do tipo
hiperbodlico quando a temperatura ¢ constante: na expansao do géas, quando o volume aumenta e tende ao infinito,
I.n = o0, entdo a pressdo tende a zero,! — !, enquanto na compressdo, quando o volume tende a zero, !,, = 0, a
pressdo tende a um valor infinito, | — oo, independente da temperatura da substancia.

Quando a transformagdo termodindmica mantém o volume constante, entdo as curvas isométricas t€ém a
caracteristica mostrada no diagrama a direita na Figura 1, comportamento definido pela relagdo pressdo x temperatura
do tipo linear da EOS do gés ideal, com todos os segmentos de retas convergindo para a interse¢do onde a pressdo ¢
nula quando a temperatura absoluta também ¢ nula, independente do volume da substéncia.

Como a EOS do gés ideal ndo contém pardmetro para identificar o tipo de substancia que esta submetida ao
processo termodinamico, é esperado que o volume de todas as substancias apresente o mesmo tipo de dependéncia com
a pressdo e a temperatura. Os resultados experimentais de Andrews (1869) para o gés carbdnico ainda em meados do
século XIX, confirmaram que mesmo para os gases nobres, isso era um nobre absurdo!
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FIGURA 1: Diagramas com a EOS do gés ideal: a esquerda o diagrama pXx!,, para as isotermas e a direita o diagrama pXx! para
as isométricas; a pressdo é medida em Pascal (\" ="' /m?), o volume em metro ciibico por mol (m3/mol), a temperatura em
Kelvin (1 ) e o valor da constante dos gases ¢ R ! 813141 (I"# ).

I11.2. A EOS de van der Waals

Como ja foi revelada na equacdo (1), a EOS de Van der Waals também pode ser escrita na forma:

Ly = —— — (7)

(m! b V2

Além de conter dois parametros ajustaveis, a € b, que sdo utilizados para caracterizar cada substancia modelada por
essa equacao, essa EOS ¢ do tipo cubica para o volume:

RT
W= (b+ ) UE + = (= ) = 0, ®)

indicando que para cada valor da pressdo e cada valor da temperatura ha trés valores possiveis para o volume.

Conforme a discussdo de Lima (1987), dependendo das relagdes entre as variaveis py, € T, os pardmetros a ¢ b e
a constante dos gases R, essa equagdo cubica apresenta trés grupos de solugdes para o volume: a) trés raizes reais
diferentes; b) trés raizes reais, sendo duas iguais; ¢) uma raiz real e duas complexas conjugadas. Como  solucdo de
fendomeno da natureza, ¢ esperado que o volume de qualquer substincia seja um valor real positivo. Nesta secao essa
peculiaridade da EOS cubica ¢ analisada com detalhes.

Para observar o comportamento geral da EOS, independente dos pardmetros a e b e de R, o proprio Van der
Waals desenvolveu o principio dos estados correspondentes (Rowlinson, 1988): substincias em estados
correspondentes comportam-se da mesma forma.

A EOS ¢ transformada para representar os estados correspondentes com a defini¢do das variaveis adimensionais

. v 1 - p T A s
(ou forma reduzida) para o volume, v, = v—m > 3,  pressao, pr = - > 0, e a temperatura T,, = ™ > 0, com referéncia
c c c

aos valores criticos de cada substancia: v, p; e T,.
Feito isso, a EOS de Van der Waals dos estados correspondentes (ou EOS reduzida) continua sendo ctibica com
a seguinte forma:

8T, 3
pWT = (3UT_1) - E (9)
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As expressdes dos valores criticos utilizados nas varidveis adimensionais acima sdo deduzidas com a aplicagdo das
operagdes matematicas da equagdo (6) para a EOS de Van der Waals e constam na Tabela 1.

TABELA | . Expressdes dos valores criticos calculadas com a EOS de van der Waals.

Volume ~ i, Temperatura Fator de Compressibilidade
s Pressdo Critica e It
Critico Critica Critico
w 8ay, PwcVr !
vwe = 3b pr =7 | Twe === Zye=—1T"! =
we w 27bs | "W 27Rby e Rly. 8

O Fator de Compressibilidade, Z = , € um nimero adimensional que avalia a razdo do volume da substancia real

Vimugon
pelo volume do gas ideal: quanto menor for essa razdo é possivel inferir que maior ¢ a interagdo entre os atomos ou
moléculas da substancia real. O comportamento da EOS de Van der Waals no ponto critico também ¢ retratado pelo

valor constante do Fator de Compressibilidade Critico, Zy,. = 7 valor tedrico em geral maior do que os valores
experimentais da maioria das substancias com estrutura quimica mais simples.

Com as relagdes da Tabela I os parametros de van der Waals, ay, € by , podem ser expressos em termos dos
valores criticos de cada substancia:

IW:— € b! :'.—= =— (10)

OBS: Quando o volume relativo satisfizer a desigualdade v, > %, a EOS de Van der Waals reduzida reproduz a

AQ 1 . zg 1 ﬂlzgl E—!__!!!II |
EOS do gas ideal: p,v, = 3Tr, pois -mo-=2- e =371
Para observar o comportamento da EOS de Van der Waals com mais detalhes, ¢ montado o diagrama!,! I,

para as isotermas com as temperaturas reduzidas listadas na Tabela II.

TABELA 11. A EOS reduzida de Van der Waals para cada isoterma mostrada na Figura 2.

T, 1,2 1,0 0,85 0,50 0,10 0
9,6 3 8,! 3 6!8 ! 410 | ! 0, ! |
Pr |Gy—D w2 |GLID w [ B, - w | (n-1D ¥ | (n-1) » T

As isotermas na Figura 2 revelam os comportamentos relativamente complexos da EOS de van der Waals, muito
diferentes daquelas do gés ideal (Figura 1), nas quais sdo observadas caracteristicas que estdo relacionadas na Tabela
VI, na secdo IV.
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FIGURA 2. Diagrama p,- X! ,. para as isotermas da EOS reduzida de Van der Waals com os valores da temperatura reduzida, T},
constantes na Tabela II. O diagrama inserido mostra a isoterma na temperatura critica T,, ! 1!0, ouT ! T;, ampliada para
evidenciar o ponto criticono qual p,. ! !, ! 110.

Na regido cinza no diagrama da Figura 2 a pressdo ¢ sempre negativa e ndo deve ser considerada no estudo: - no

A . . ~ . 1 ~ 7
retangulo cinza paralelo ao eixo da pressdo, o volume ¢! ! I, I =1 LIl ea pressdo é:
|
Ip == a ! i| <!
@3, 1
ix . . . !
- na regido abaixo da isoterma com !, =! apressio ¢!y, ! — =
!
A ampliagdo do diagrama da isoterma do ponto critico comT,,! !, ouT ! T, inserido na Figura 2, ajuda a

visualizar que a ondulagdo das isotermas para 0 <!, <!, se reduz a um ponto comp, ! v =1.

Para compreender o comportamento das isotermas no intervalo de temperatura 0 <!, ! 1, & interessante
acompanhar a interpretagdo apresentada por Callen (1960), Kittel et al. (1980) e Nussenzveig (2002), analisando a
regido entre os pontos A e! da isoterma mostrada na Figura 3, supondo que a substincia esteja submetida a um
processo quase estatico de compressao.

a) Na regido de baixa pressdo, ! , | 1 e volumes muito maiores do que o volume no ponto! da isoterma, v, > !,
o comportamento da substancia é semelhante ao do gas ideal.

b) Durante a compressdo do gés dentro do intervalo AB a isoterma de van der waals revela que, para um mesmo
valor da pressdo, sdo possiveis trés valores descontinuos do volume da substincia, como evidencia a linha
isobarica com pressdo pg, escolhida arbitrariamente: um valor ! 1 no intervalo entre os pontos A e ! , o segundo
valor v, no intervalo de B a C e o terceiro valor v, entre os pontos C e ! .

c) O setor entre o ponto maximo! e o ponto minimo! de qualquer isoterma, apresenta um comportamento
andmalo: a pressdo aumenta (ou diminui) com o aumento (ou a diminui¢do) simultaneo do volume!

d) No intervalo com volumes entre os ponto ! e D da isoterma, a substancia ja esta na fase liquida em algum estado
de energia, cuja pressdo ! | satisfaca as condigdes de equilibrio térmico com a fase gasosa no intervalo !"
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FIGURA 3. Diagrama ! | Xv, para a isoterma de Van der Waals com temperatura reduzida !,. =!,I" |, para a qual foi escolhida

uma isobarica com pressdo reduzida p, , para identificar os trés volumes diferentes, ! ;, v, e ! 5, para os mesmos valores de pressdo
€ temperatura.

. ~ C . o . . c A i opP R
A aplicag@o do critério de estabilidade fisica para um sistema termodindmico em equilibrio, (|_) <!, aos trés
* /T

intervalos da isoterma citados no item (b) acima, mostra que s6 no intervalo de D a! essa condi¢do é violada: a
variacdo positiva de volume resulta em variagdo positiva da pressdo — e vice-versa — e o critério de estabilidade troca

de sinal, (:—) > | (Callen, 1960). O comportamento discrepante nesse intervalo também pode ser avaliado com o
: Tn

modulo da compressibilidade isotérmica, quantidade com valor positivo, representado pela expressao:

ket 1 2(E) 1o, (11)

T

. : . " . Lo .
na qual a derivada parcial deve ser negativa, (%) I' 0, o que ndo ocorre no referido intervalo da isoterma de Van der
T

Waals com temperatura T | !,.

Em trabalho publicado em 1875, James Clerk Maxwell (1875, citado por Rowlinson, 1988) mostrou que esse
comportamento andémalo pode ser analisado e compreendido com a aplicacdo simultdnea das trés condigdes de
equilibrio termodindmico entre dois ou mais diferentes estados de energia de um sistema: duas condi¢des ja conhecidas
— a igualdade na pressdo e na temperatura — e a terceira condigdo proposta por Maxwell — a igualdade entre os
potenciais quimicos (ou energia molar de Gibbs).

Tendo como referéncia uma isoterma como a da Figura 3 com temperatura! = 190! . e a linha isobarica com
pressdo p; nao conhecida, Maxwell fez as seguintes contribui¢des, supondo um processo de compressao:

1. Mostrou que o potencial quimico de qualquer ponto no setor intermediario !" ¢é maior do que os potencias
quimicos dos outros dois setores, I" e !" , identificando que os estados de equilibrio no setor !" sdo instaveis

e, portanto, as condi¢des de equilibrio termodindmico ddo preferéncia aos estados estaveis: ou o estado gasoso

com o0 volume v, ou o estado liquido com o volume v, .

2. Mostrou que entre os estados estaveis nos setores !" e!" so existem dois estados com o mesmo potencial
quimico, !y = y,, e com o mesmo valor de pressdo! , =p =!3.
3. Aplicou as trés condi¢des de equilibrio aos pontos de intersecdo 1 e 3 e determinou uma condi¢do geométrica

para calcular a pressdo de equilibrio, ou a pressdo de vapor saturado p, na transformacgdo de fase: as areas do
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diagrama p! v limitadas pela isoterma e a isobarica nos intervalos de 1 até¢! e de 2 até!, tém que ser iguais
(areas com hachuras). Essa ¢ a regra das areas iguais desenvolvida por Maxwell para as equacdes de estado
cubicas (Callen, 1960; Kubo, 1976). Essas caracteristicas sdo observadas nas isotermas da cos cubica de
Berthelot, discutida a seguir.

I1l. 3. A EOS de Berthelot

A EOS de Berthelot apresentada na equacao (3), também tem a forma classica:

RT a
p ! a ' 7 (12)

e a forma cubica:
.
W!!(b!g)wz!%(w —1)=1. (13)

A equacdo dos estados correspondentes (a forma reduzida) é:

I'Ti 3
@1

* Br

(14)

a qual também ¢ deduzida com as relagdes dos valores reduzidos ja definidos na se¢do anterior:

VeB

Na Tabela III constam as relagcdes dos valores criticos com os pardmetros ajustaveis, a; e ! g, da EOS de Berthelot.

TABELA 1ll. Os valores criticos calculados com a EOS de Berthelot (Eq. 12).

Volume Critico Pressdo Critica Temp’e?atura Fator de Con}p.resmblhdade
Critica Critica
Ra| 8' 1 45 I Bc I
. =1p =1 ol : L= ! [ . =1 Z.
14 . b! - Wce b I 3”3 T' 271 b] Bc I Tl 3 Z!
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Esses resultados mostram que as expressdes da pressdo e da temperatura criticas sdo diferentes daquelas de Van der
Waals na Tabela I, enquanto o volume e o fator de compressibilidade criticos sdo iguais. Dessas relagdes os pardmetros
de Berthelot a; e!, podem ser expressos em termos dos valores criticos de cada substancia:

' Ty a e lp=-t=—L11,1 (15)

A segunda igualdade nessas expressdes resulta da comparagdo com as equacdes (10).
Se os valores criticos de certa substincia forem medidos por algum processo experimental, entdo os valores dos

parametros !, ! I/, e!l, ! !, caracteristicos dessa substdncia podem ser calculados com essas relagdes.
! . , . ! .
OBS: Quando ! !+, a EOS de Berthelot reduzida também reproduz a EOS do gas ideal, p; !, ! +!y, visto que
I TR NI '
T AT
Seguindo o mesmo procedimento aplicado na se¢do anterior, na Figura 4 ¢ montado o diagrama!,! !, para as

isotermas de Berthelot com as temperaturas reduzidas listadas na Tabela IV e as caracteristicas do comportamento das
mesmas também estdo relacionadas na sec¢do IV.

TABELA V. A EOS de Berthelot reduzida para cada isoterma apresentada na Figura 4.

¥ 1,2 1,0 0,85 0,50 0,30 0,10

! !!...;! !!!!.1.! !!..i! !!n.!.! !!...;! Iy !!...;! Iy !!..i! ITEY !!...;! IR
G L G A N T A NG N G R R GO iy

pl
20 1
1
1
10 |
|
|
I
1
10 !
1
I
|
|
|
!
|
!
-40 1
|
|
1
1
ot |
i !
-
FIGURA 4. Diagrama!,! !, para as isotermas da EOS reduzida de Berthelot com os valores da temperatura da Tabela IV. O
diagrama inserido O diagrama inserido mostra a isoterma na temperatura critica!, ! 'l ,ou! ! !, ampliada para evidenciar o
ponto criticono qual !, ! 1, 1 Tl
o . . - . , ! ~ .
No retangulo cinza paralelo ao eixo da pressdo na Figura4, 0 volume ¢! ! !, I —1 11l ¢ a pressdo € negativa:

L 11 (ﬁl %)' I
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IV. COMPARA,IO D ASISOTERMAS DAS EQUA,IES DE ESTADO REDUZIDAS

A diferenca fisica entre as equacdes de estado de Van der Waals e de Berthelot esta restrita a inclusdo da dependéncia
explicita com a temperatura no termo atrativo da EOS de Berthelot (o segundo termo da EOS na eq. 12).
A razdo entre esses dois termos das equagdes de estado (7) e (12):

(16)

Depende da temperatura e da razdo entre o pardmetro ajustdvel de van der Waals, !, , e o de Berthelot,!! ; ! 1!,
como foi visto nas se¢des anteriores.

Para a mesma temperatura T ¢ o mesmo volume !, os dois primeiros termos das equagdes de estado sdo iguais,
pois!, I I,

It I

(!!.!!! )! (!1-!!!)'

(17)

Juntando essas informacgdes verifica-se que as duas equagdes de estado (equagdes 7 e 12) s@o iguais quando ! ! !,.
Retomando a EOS reduzida nas Tabelas II e IV, foi escolhida uma isoterma acima e outra abaixo de!, ! !
(Tabela V) para construir o diagrama e comparar os comportamentos das equacdes de estado.

TABELA V . As equagdes de estado reduzidas de Van der Waals (eq. 9) e de Berthelot (eq. 14) para cada isoterma na Figura 5.

3 1,2 0,85
Van der " ! | r ] ' I
Waals sl arrnuy anT o
Berthelot | ! e, ! TR
- grr gy anr ey

A observacdo ao longo das isotermas na Figura 5, logo ressalta algumas das semelhangas e diferengas entre as
equagdes de estado aqui comparadas e que estdo registradas na Tabela VI.

T =12 —[

T =085

== Berthelot

== van der Waals
van der Waals

Berthelot

FIGURA 5. A comparagdo entre as isotermas reduzidas de Van der Waals e de Berthelot, conforme a Tabela V.
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TABELA VI. Relagdo das principais caracteristicas comuns observadas nos comportamentos das isotermas ctbicas de Van der
Waals e de Berthelot, de acordo com o intervalo de temperatura.

Intervalo de

Temperatura Observagdo

. . . H
1- quando !, ! ! todas as isotermas apresentam o comportamento do gas ideal, pois ! ! # e esse
resultado significa que o intervalo de pressdo é! ! !, | I ou seja, para isso acontecer o ponto maximo da

Pl isoterma deve estar na regido onde a pressdo ¢ positiva.

2- na regido com baixa pressdo, !, ! !, e grande volume,!, ! !, as isotermas cubicas se surperpdem ao
perfil da isoterma do gas ideal com a mesma temperatura.

3- essa isoterma estabelece o limite para a mudanga de comportamento da substdncia: quando !, ! !, a
I substancia pode passar por transi¢do de fase, enquanto para!, ! !!lndo ha mudanca de fase.

4- as isotermas cubicas com temperatura critica sdo idénticas.

5- os perfis das isotermas clbicas com a mesma temperatura sdo semelhantes e caracteristicos para um
sistema gasoso com a isoterma de Berthelot ocupando a regido de maior presséo.

6- a substdncia permanece no estado gasoso independente da pressdo e os perfis das isotermas sdo
semelhantes ao contorno das isotermas do gas ideal (ndo necessariamente hiperbolico).

7- na regido com alta pressdo, !, ! !, e volume menor que o volume critico,! ! !, o comportamento das
isotermas ¢ caracteristico para a substincia no estado liquido — grande variacdo de pressdo para pequena
variagdo do volume — ¢ as isotermas com a mesma temperatura tendem a se superpor na medida em que a
pressdo aumenta devido ao limite determinado pelo parametro b.

8- cada isoterma apresenta um setor ondulado contendo um ponto minimo e um ponto maximo para a pressio
correspondendo a regifio onde ocorre a transi¢@o de fase ou onde ha coexisténcia das fases liquido-vapor.

9- abaixo de certa temperatura ha isotermas que se estendem pela regido onde a pressdo ¢ negativa com a
parte do setor que contém o ponto minimo: as isotermas de Van der Waals com temperaturas no intervalo
'L T ! 1" enquanto as isotermas de Berthelot com temperaturas no intervalo ! 1 I, 1 1",

10- a diferenca maior entre as isotermas ocorre na regido da transi¢do de fase: para a mesma temperatura as
isotermas de Berthelot sempre se apresentam na faixa com menor pressdo do que as isotermas de Van der
Waals e, em consequéncia, invadem a regido de pressdo negativa a partir de temperaturas cerca de 10%
menores que a temperatura critica.

11- a isoterma de Van der Waals ndo apresenta maximo nem minimo, pois a EOS s6 contém o termo atrativo
! " . . 1

v ! ——,comosvalores! " I I'. 1 1 definidos no intervalo-! !, ! !
Lo .

12- a isoterma de Berthelot ¢ indefinida, porque o termo atrativo dessa EOS, ! ! ! —, tende ao infinito
LR

negativo no limitede !, ! !.

Além de ndo ter defini¢do para a isoterma com !, ! !, o que mais h4 de diferente na EOS de Berthelot? Embora as
isotermas apresentem perfis semelhantes ao da EOS de van der Waals, como evidenciam as isotermas da Figura 2
comparadas com aquelas da Figura 4, na regido de coexisténcia de fases ocorre a diferenca mais interessante entre
essas duas equagoes de estado, pois nas isotermas de Berthelot os intervalos de pressdo e de volume relacionados com
a regido da transi¢do de fase, sdo maiores do que nas isotermas de van der Waals, como € possivel avaliar contrastando
as Figuras 3 e 6.

Isso fica bem claro comparando o setor de ! a! das isotermas com !, ! 'll" nas Figuras 3 e 6: na isoterma de
Van der Waals a variagdo de volume é!!, I I, =1, I 1ll e a variagdo da pressdo ¢!p, ! !, ! I, 1 ;"
enquanto na isoterma de Berthelot, ! I, ! Il el I 1",
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FIGURA 6. Diagrama!,! !, para a isoterma de Berthelot com temperatura reduzida!, ! !!I" | para a qual foi escolhida uma
isobarica com pressdo reduzida !, para identificar os trés volumes diferentes, !, !, e !, para os mesmos valores de pressdo e

temperatura.

Qual ¢ o significado fisico dessas diferencas? Em relacdo a diferenca de volume, a EOS de Berthelot prevé maior
descontinuidade no volume da substincia na transi¢do do estado gasoso para o estado liquido e vice-versa. Quanto a
diferenga de pressdo nessa regido ndo fica clara qual é a importancia dessa contribuicdo para a transi¢do de fase, pois
quanto mais a temperatura diminui, bem maior € a diferenca entre os pontos maximo e minimo das isotermas, como
mostra a Figura 4.

Outro aspecto interessante pode ser visualizado na isoterma da Figura 6 supondo um processo isotérmico de
compressdo: acompanhando a isoterma durante a compressdo iniciando com volume maior que !, , por exemplo, fica
claro que a transi¢do do estado gasoso para o estado liquido jamais passara pela regido de pressdo negativa, pois os
estados em equilibrio precisam estar com a mesma pressdao, como foi discutido na secdo III.2. Se isso ocorre durante a
compressdo, entdo o mesmo deve acontecer durante o processo de expansdo, de tal maneira que o setor da EOS na
regido de pressdo negativa apresenta estados termodinamicos instdveis ou metaestaveis.

V. ISOTERMAS DAS EQUA,IES DE ESTADO DE VAN DER WAALS E DE BERTHELOT PARA
SUBSTANCIAS PURAS

As substancias puras agua e didoxido de carbono foram escolhidas por causa das diferentes caracteristicas quimicas e
fisicas: a molécula da agua tem estrutura espacial triangular e é polar — apresenta um dipolo elétrico — com interagdes
de hidrogénio, enquanto a estrutura espacial da molécula do diéxido de carbono ¢ linear e o atributo elétrico ¢ apolar. A
grande diferenca nas temperaturas criticas dessas duas substancias (Tabela VII) ¢ um aspecto que resulta dessas
distintas caracteristicas fisico-quimicas.

Para as simulacdes das isotermas das substancias puras, cada equagdo de estado é parametrizada com os valores
de! e!, caracteristicos para cada substancia e listados na Tabela VII. Na Tabela VIII estdo as equagdes de estado de
Van der Waals (eq. 7) e de Berthelot (eq. 12) contendo os parametros de cada substancia em unidades do SI.
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TABELA V II. Os parametros da EOS de Van der Waals e da EOS de Berthelot (Reid et al., 1987) e
os valores criticos da agua e do dioxido de carbono (Brown & Amaee, 1992).

o ¥ TERY Y ¥ ! " =1
Substancia R I e I T Y e s
! 0,5537 358,4 3,05 22,09 | 6473 56,80 91,5 0,2318 0,375
[ 0,3658 111,3 4,29 7,39 | 304,2 94,30 129 0,2890 0,375

TABELA V 111. As equagdes de estado de Van der Waals e de Berthelot com os parametros da dgua e do dioxido de carbono.

. EOS de van der Waals EOS de Berthelot
Substancia T TICE
. | H . . | H H
el g i "
ak (U !!!"#!!!”)! ! ¢, ! !!!"#!!!”)! 1y
el I I"4$ el nou
Hh (!!!!!!"!!!”)! i (!!!!!!"!!!”)! 1!

Para cada substancia as equagdes de estado de Van der Waals e Berthelot apresentam a mesma isoterma na temperatura

critica,! ! !, como mostra a Figura 7, na qual estdo indicados os valores da pressdo critica, ! |, € do volume critico
~ A - 7 n 11 | n s
calculado com a relagdo !, ! !! para cada substincia: para a agua, ! ;! 'HI"g 1 11-°1 “1I"# e para o dioxido de
! 1
carbono, !, ! " 11t g ouseja, 1y ! 1y,
l ==Dioxido de Carbono Tc2=304,2 K
\ P, = 7,39 MPa
-5
“ V., =1, 29 x 10 m*/mol
3 \ :
a I| = Agua T.;=647,3K
§_— 0l \ P, = 22,09 MPa
5 Ve, = 9,16 x 10 m/mol
Do 4‘2:95 6.0 Do f lD‘e-‘ 12'54 l*‘e-‘ 15‘94 13'54 2‘3‘94
Vm(m®/mol)
FIGURA 7. Diagrama ! ! !, para as isotermas com temperatura critica da agua, ! |, (cor azul), e do didéxido de carbono, !, (cor

vermelha), ambas geradas pelas equagdes de estado de Van der Waals e de Berthelot.

Neste estudo as diferengas quantitativas das propriedades fisico-quimicas entre a dgua e o diéxido de carbono nao sdo
visualizadas nas isotermas porque a simulagdo ¢ feita apenas com a parametrizagdo das equagdes de estado e ndo com o
ajuste das isotermas tedricas sobre as curvas experimentais. Isso demanda estudo mais técnico com computagdo, o que
ndo € pretendido neste estudo.

Apesar disso, € possivel explorar alguns valores que constam da Tabela VII para extrair alguma informacao
sobre as diferentes caracteristicas fisico-quimicas da dgua e do didéxido de carbono:
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O parametro ! | da agua ¢ maior do que o mesmo pardmetro do diéxido de carbono, ou seja, a forga atrativa
intermolecular na agua ¢ maior do que no didoxido de carbono e isso reflete na diferenca entre as temperaturas
nos pontos de ebuli¢do e nos pontos criticos das duas substancias: !, ! 1"l " 1l el, I I"# Il 1 para a 4gua ¢
maiordoque!, I I"g I" Il el I I"g 121l 1

O valor menor do fcc da 4gua indica que essas moléculas com temperatura critica ocupam volume menor do que
as moléculas do diéxido de carbono, tanto por causa da diferenga na estrutura espacial quanto pelas diferencas
nas interagdes intermoleculares, pois na agua estdo presentes as pontes de hidrogénio. Esse resultado ¢
confirmado pelos valores experimentais dos volumes molares das duas substancias.

A comparacdo dos dois valores experimentais do FCC com o valor tedrico, ! j4g,, determinado pelas equagdes

de estado, denuncia o nivel de imprecisdo das equagdes de estado de Van der Waals e de Berthelot. Essa falta de
precisdo também se manifesta no volume molar critico, !+ , das substancias: os valores calculados com a expressao do

volume critico, !, ! !, sdo maiores do que os valores experimentais.

Na Tabela IX sdo apresentados os valores dos percentuais relativos para os volumes, ! | , e para os Fatores de

Compressibilidade Criticos, ! ! , calculados com a expressdo geral,

BV | IS | 1IHSYAI"HIS%&1()*
I"HSHI"#1$%&1'()*

TABELA IX. Os valores dos percentuais relativos para os volumes e os FCC da agua e do didxido de carbono.

e WY |
TR Y P e Pras | 1)
56,80 91,5 61 0,2318 0,375 62
94,30 129 37 0,2890 0,375 30

V.1. As isotermas para atgua(! ,!)

O diagrama de fase p! ! da 4gua na Figura 8 mostra as regides de coexisténcia das trés fases: gelo, d4gua e vapor

d’agua.
Nesta se¢do as isotermas nos diagramas ! | I, representam dois fendmenos termodinamicos:
1- A evolugdo da fase gasosa da substidncia em qualquer pressdo quando ! ! !, I I"# Il |
2- As transi¢des de fase vapor-liquido da substancia que ocorrem através da curva de vapor saturado entre o ponto

triplo (pt) e o ponto critico (pc), ou seja, no intervalo de temperatura!, ! ! ! I, Neste caso, a menor
temperatura da isoterma ¢ dada pelarazao! ! I, I tu™ 1,
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FIGURA 8. Diagrama de fases da 4gua, mostrando a curva de vapor saturado entre o ponto triplo (PT) (!, ! 10" 1 1 1" um
Ly L I"# 11" ) e o ponto critico (PC) (!, ! g WW L 1 I"g i 1 11 um i ) O eixo da pressdo estd na escala!" gn e

yprormng

Com as equagdes de estado de van der Waals, || , e de Berthelot, ! | , contendo os pardmetros da agua, sdo feitos trés
diagramas das isotermas para dois valores multiplos da temperatura critica da 4gual, ! I"# Il Il : v,
el ! 11" U, lembrando que as isotermas com temperatura critica sdo idénticas para as duas equacdes de estado
(Figura 7).

Os diagramas nas Figuras 9, 10 e 11, constam de duas isotermas de cada EOS com temperaturas diferentes, ou
seja, sdo duas isotermas com temperatura!, ! I'll'll} e duas com temperatura!, ! !'!I" I, Para que fiquem mais
evidentes as semelhangas e diferengas de comportamento dessas duas equacdes de estado, nos diagramas também ¢
introduzida uma isoterma do gas ideal para cada temperatura.

Considerando a temperatura acima ou abaixo da temperatura critica da agua,!, ! I"# Il'll  as isotermas na
Figura 9 permitem identificar os comportamentos de cada EOS — Van der Waals e Berthelot — os quais sdo bastante
semelhantes aos comportamentos das isotérmicas das equacdes de estado reduzidas mostradas na Figura 5. Por isso,
todas as caracteristicas que constam na Tabela VI sdo observadas e confirmadas pelas isotermas para a dgua e para o
didxido de carbono.

Comparando as isotérmicas ctibicas com as isotermas do gas ideal, fica muito mais ressaltada a enorme diferenca

qualitativa e, principalmente, quantitativa entre esses dois modelos de EOS, pois a EOS do gas ideal ndo apresenta a
possibilidade de transicao de fase.

Agua T.=647,3K

05T Tz* T == Berthelot
=127, 4
m L == van der Waals
T-095T _|: van der Waals
E 9T e c Berthelot
. =12T,
§_ o | Gds Ideal —[ IR e
Q T,=0,95T,
80 4+ ][
|
||
€T i
I|‘
204
0 PP T R PP PR PR T R T T T )
Vv, (m*/mol)
FIGURA 9. Diagrama! ! I, comparando as isotermas de Van der Waals e de Berthelot na regido de transicdo entre as fases
gasosa ¢ liquida da agua para as temperaturas !, e!,. Sdo mostradas duas isotermas para o gas ideal nessas temperaturas !, e!,. A
pressdo estd medida em mega Pascal (I"# ) e o volume em metro ctibico por mol (! '1!"# ).
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Observando essas mesmas isotermas na Figura 10 na regido de pressdo muito maior que a pressao critica, p! !, !
I 4 | fica claro que, no processo de compressdo em cada temperatura, as duas EOS cubicas continuam
aumentando a pressdo rapidamente com pequena diminui¢do do volume — caracteristica do comportamento dos
liquidos e dos solidos — e se aproxima, sem ultrapassar, do limite para o valor do volume determinado pelo pardmetro
b! T 111t "1™ que corresponde ao volume de um mol de moléculas de d4gua. Acompanhando novamente o
comportamento das isotermas do gas ideal na Figura 10, fica mais evidente e compreensivel a impossibilidade das
mesmas reproduzirem o comportamento de substancias no estado liquido: as isotermas do gés ideal invadem a regido
para volume menor que ! , informando um comportamento impossivel de acontecer!

1000 T >
= Agua T.=647,3K
T
-
[5) == Berthelot
Qo T=127.{
> == van der Waals
~—T00 4
Q F=0957 { van der Waals
T B € Berthelot
500 T =12T,
Gas Ideal B
0+ TZ = 0,95 TC ?
0 T Tz
00 +
100 +
0 t t t t —— . t t i
00et0 1005  20e-5 3005 40e3 30e5 6.00-5 7005 $0e5 9.0a5 1004
Vv, (m?/mol)
FIGURA 10. Diagrama ! ! I, comparando as isotermas de Van der Waals e de Berthelot na regido de pressdo muito maior que a
pressdo critica,! ! !,, e volume préximo ao valor do pardmetro! ! !'lI"# I 11*11 P1I"% | com as temperaturas. Também so
mostradas duas isotermas para o gas ideal nessas temperaturas !, e !, . A pressio estd medida em !"# e o volumeem! '!!"# !
Na regido de baixa pressao, ! ! I, I I I" II"# e grande volume,! ! !,, mostrada na Figura 11, é visto que as
g p ! g ! g q

isotermas com a mesma temperatura tendem a se superpor, ou seja, passam a apresentar 0 mesmo comportamento da
EOS do géas ideal. Isso significa que na regido de baixa pressdo e grande volume (ou baixa densidade) a estrutura
interna do gas perde importancia por duas razdes:

1. A distdncia média entre as particulas atdbmicas ou moleculares no interior do gas ¢ muito maior que o didmetro
médio das particulas, portanto o volume ocupado por estas ¢ insignificante com relagdo ao volume ocupado pelo
gas.

2. Nessas distancias, as interagdes entre as particulas do gas podem ser consideradas nulas.
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ST Agua T,=647,3K
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Gds Ideal | 1~ "< "¢
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'T,. T,z0,95T,.

002 004 0005 0008 0010 0012 004 0016 0018 0020
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FIGURA 11. Diagrama! X!, com as mesmas temperaturas ! ! I, e ! I" Il, comparando as isotermas de Van der Waals e de
Berthelot na regido de baixa pressdo,! ! !, e grande volume! ! !,. Também sdo mostradas as duas isotermas para o gas ideal
nessas temperaturas. Neste diagrama a pressdo esta medida em !"# e o volume molarem ! '!1"# |

V.2. As isotermas para odi—xido de carbon@ ! )

A Figura 12 mostra o diagrama de fases ! | ! , no qual constam as regides de coexisténcia das trés fases sélido, liquido
e gasoso do dioxido de carbono. As isotermas nos diagramas!! !, desta secdo representam dois fendmenos
termodinamicos:
1- A evolugdo da fase gasosa da substincia em qualquer pressdo quando ! ! !, I I"# Il
2- As transi¢des de fase vapor-liquido da substincia que ocorrem através da curva de vapor saturado entre o ponto
triplo (pt) e o ponto critico (pc), ou seja, no intervalo de temperatura!, ! ! ! T;. Neste caso, a menor
temperatura da isoterma ¢ dada pelarazao! ! !, ! TlI"# I,

10.00 T — T

O
; PC
l liquido

solido
1.00 | ]

PT,
gasoso

p (MPa)

P

0.10

isoterma
—r--

0.01 L L L
-120 -80 -40 0 40

T(C)
FIGURA 12. Diagrama de fases do dioxido de carbono, mostrando a curva de vapor saturado entre o ponto triplo (PT)
(PP el L LI ' ) e o ponto critico (PC) (1, ! M WL L I I L L LI M%) A pressdo esta
naescala!"! . el I TIHI"g |

Com idéntico tratamento ao das isotermas da dgua, também sdo escritas as equagdes de estado de van der Waals, !, , e
de Berthelot, ! | , com as quais s@o geradas as isotermas para as mesmas temperaturas em relagdo a temperatura critica
do dioxido de carbono: !, ! I"# Il (Tabela VII).
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Como mostra a Figura 13, as isotermas das equagdes de estado para o didxido de carbono apresentam comportamentos
muito semelhantes aos ja vistos e analisados na secdo V.1 sobre as isotermas da 4dgua, confirmando as observagdes da
Tabela VI. A comparagdo entre as Figuras 13 e 9 ressalta que a diferenca basica ¢ o nivel da pressdo que ¢ menor para

o dioxido de carbono, porque a sua temperatura critica ¢ menor que a temperatura critica da agua. Por essa razdo os
diagramas para os intervalos de alta e baixa pressdo ndo sdo apresentados para o dioxido de carbono.

N

AN Dioxido de Carbono
- | T T.=304,2 K
, L == Berthelot
o] @ds Ideal ' T=12T, —I:
_[71 =12T, ¢ L — van der Waals
der Waals
- T,=0,95T, T= il
Qu. 0+ g i | 993 Tc{ Berthelot
s '|
Q I
0t \
\
I[ ‘
IIII
0+ “".I \
0 2 ‘:'Ie'.' 4 C\Ie-.‘ SC\IQ.‘ 5\3‘9.‘ 1 ‘2:94 12;4 14'9-4 1 5‘&4 134 20e4
V,,,(m?*/mol)
FIGURA 13. Diagrama ! ! !, comparando as isotermas de Van der Waals e de Berthelot na regido de transicdo entre as fases
gasosa ¢ liquida do didxido de carbono para as duas temperaturas. Também sdo mostradas duas isotermas para o gas ideal nas
temperaturas !, el .

Dioxido de Carbono T.=304,2K
P —=van der Waals
O -
g 5 T-o’gorc—[—serthelot
. P, lla 3 isobdrica
4 x‘“"’--
_\_\-““——\_
; \/ / e isobdrica
3 p1 2 /.-’ 1 T
.
4 5005 [ 1044 1504 2004 2504 3004 3So4 404 4So4 SOc4 SSed 6004  Gled 704
1 V,,(m*mol)
FIGURA 14. Diagrama ! ! !, comparando as isotermas de Van der Waals e de Berthelot com! ! !'!I" II| na regido de transigdo
entre as fases gasosa e liquida do didxido de carbono.
As isotermas na Figura 14, ambas com temperatura ! ! !lI" I,

tornam mais explicitas as diferencas de
comportamento das duas equagdes de estado na regido da transicdo de fase entre os pontos A e B: na isoterma de Van
Pyl

der Waals a diferenca de pressdo entre os pontos maximos € minimos é!!, ! I lI"# e a diferenca de volume ¢
[ | n . . ~

P D " | enquanto na isoterma de Berthelot essas diferencas sdo!!, !

Pl borumrretiytoeg

THmg e
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Além disso, o fato das isotermas de Van der Waals e de Berthelot invadirem a regido de pressdo negativa,! ! !,
"

implica em abordar outros aspectos estatisticos da transicdo de fase, pois no ramo com (T) I 1 os estados
v/

o ~ . " o N
termodinamicos sdo metaestaveis, enquanto no ramo com (T) I' 1, os estados termodindmicos sdo instaveis
LN 1

(Callen, 1960).

VI. CONCLUSIO

A partir da necessidade de tornar as equacdes de estado mais familiares e compreensiveis para o estudante, neste
trabalho ¢ apresentado o desenvolvimento inicial de um processo de ensino e aprendizagem utilizando a comparagdo
gréfica das isotermas geradas pelas equagdes de estado de Van der Waals e de Berthelot.

Essa comparagdo gréfica revela, com melhor visibilidade e clareza, as igualdades, semelhangas e diferencas das
caracteristicas dessas equacdes de estado e mostra que a proposta de Berthelot com o simples acréscimo do inverso da
temperatura no termo atrativo da EOS de van der Waals, resulta em alteracdes interessantes para a simulacdo e
modelagem do comportamento termodinamico das substancias puras, fazendo algumas corre¢des quantitativas, embora
ainda ndo consiga superar totalmente a falta de precisdo herdada da EOS original, como pode ser avaliada pelos valores
relativos na Tabela IX.

De acordo com o intervalo de temperatura, ¢ observado um conjunto de doze peculiaridades entre as isotermas
das duas equacdes de estado reduzidas, elencadas na Tabela VI, que delineiam o perfil caracteristico das isotermas de
cada EOS. A simulagdo isotérmica das substancias puras (dgua e doxido de carbono) com as equacdes de estado
parametrizadas confirmam o comportamento anunciado pelas equacdes de estado reduzidas.

Com essas peculiaridades identificadas fica menos evasiva a interpretagdo sobre a falta de precisdo dos valores
previstos pelas equacdes de estado para as propriedades termodinamicas: coeficiente de dilatagdo, coeficiente de
compressibilidade, calor especifico, energia livre, entropia etc. quando comparados aos valores medidos
experimentalmente. Facilita a compreensdo, por exemplo, das vantagens e desvantagens da EOS de Van der Waals
descritas em Valderrama (2003) e a consequente extensdo do elenco de caracteristicas na Tabela VI para outras
equagdes de estado.

O que falta fazer para completar este estudo com o mesmo objetivo didatico? Como foi dito no inicio, ndo ha
pretensdo de exaurir um tema tdo vasto, porém ja estd sendo desenvolvida a compara¢do dos comportamentos dessas
mesmas equacdes de estado durante as transformagdes isométricas e isobaricas para substincias puras e ha intensdo de

explorar a forma virial do termo de compressibilidade, ! ! , associado a cada equacgdo de estado. Um avanco

)
muito interessante, porém, mais meticuloso, ¢ a aplicagdo desse mesmo procedimento para a mistura bindria de
substancias, além da comparagdo com equagdes ndo cubicas.

Atualmente, ja foram desenvolvidas equagdes de estado com estruturas tedricas fundamentadas na mecanica
estatistica, com melhor capacidade e precisdo para modelar substancias como a dgua e o diéxido de carbono, inclusive
substancias com moléculas bem mais complexas como os polimeros. Essas equagdes também precisam ser abordadas
para pelo menos atualizar o conhecimento no d&mbito da graduacdo e fazer conhecer o quanto ainda tem por ser feito.
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