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A right cone of paper falling from rest in air, subject to the force of gravity and the force of
air resistance, reaches its terminal velocity as these two forces balance. The force of air
resistance that in principle can be proportional to the speed of the mobile (viscous force) or
to the square of the speed (aerodynamic drag force) is defined as aerodynamic drag force by
the experiment that we propose here to measure the speed terminal of the cone in its fall in
the air. The experiment carried out for paper cones allows determining the drag coefficient
CD that characterizes the aerodynamics of the cone that moves through the wind that it face
in its fall. In this paper, the drag coefficients for different aerodynamic shapes of the cone

that depend on their design geometry are reported.
E-mail addresses
agh@ciencias.unam.mx. Un cono recto de papel que cae desde el reposo en el aire, sujeto a la fuerza de la gravedad
y a la fuerza de resistencia del aire, alcanza su velocidad terminal al balancearse estas dos
ISSN 2007-9847 fuerzas. La fuerza de resistencia del aire que en principio puede ser proporcional a la
velocidad del movil (fuerza viscosa) o al cuadrado de la velocidad (fuerza de arrastre
aerodinamico) queda definida como fuerza de arrastre aerodinamica por el experimento que
aqui proponemos para medir la velocidad terminal del cono en su caida en el aire. El
experimento que se realiza para conos de papel permite determinar el coeficiente de arrastre
Cp que caracteriza la aerodinamica del cono que se mueve a través del viento que enfrenta
en su caida. En este escrito se reportan los coeficientes de arrastre para diferentes formas
aerodinamicas del cono que dependen de su geometria de disefio.
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I. INTRODUCCION

Un objeto que se mueve en un fluido (aire, agua, aceite, etc.) se ve sujeto a la fuerza de resistencia del medio que se
opone a su movimiento.

Esta fuerza de resistencia del fluido al paso de los objetos depende de propiedades del fluido, del tamafio, la formay la
velocidad relativa del objeto respecto del fluido.

Por otra parte, si la velocidad de desplazamiento del objeto respecto del fluido es baja o alta, la fuerza que se
opone al movimiento del objeto puede ser proporcional a su velocidad o proporcional al cuadrado de la velocidad del
objeto [1]. Esto es;

fr = —xlv"v, 1)

con k la constante de proporcionalidadyn =0on = 1.
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Sin = 0, la fuerza de resistencia en (1) es proporcional a la velocidad y el objeto se mueve a baja velocidad en
el fluido, sin = 1 la fuerza en (1) es proporcional al cuadrado de la velocidad y el objeto se mueve a alta velocidad
respecto al fluido. El signo negativo en (1) indica que la fuerza de resistencia del fluido se ejerce en el sentido negativo
de la velocidad relativa del objeto respecto del fluido, es decir, opuesta al movimiento del objeto en el fluido. Las
unidades de k son kg /s 0 kg/m segun sea la fuerza, viscos o de arrastre aerodindmico.

Definir para un movimiento dado de un objeto en un fluido cual de las dos fuerzas expresadas en (1) modela la
dindmica del movimiento es un problema que abordaremos en los siguientes parrafos.

Il. CAIDA EN EL AIRE

En el otofio, las hojas de los arboles caen bamboleandose gracilmente en el aire. Las semillas de algunos arboles, como
las semillas del arce, giran como las hélices de un helicoptero conforme descienden al suelo, de esta manera, el viento
tiene oportunidad de dispersarlas a distancias mas lejanas para su fecundacion. Hojas y semillas caen al piso muy
despacio, desafiando la ley de caida libre de Galileo Galilei [2].

La caida de hojas o semillas de arboles, salto con paracaidas cerrado (skydiving o paracaidismo acrobatico), etc.,
en realidad no es una caida libre sujeto exclusivamente a la fuerza de la gravedad, como es una caida en el vacio. La
fuerza del aire que forma la atmdsfera ejerce una fuerza de resistencia sobre el objeto que cae e impide gue la velocidad
de caida aumente linealmente con el tiempo; de hecho, dependiendo de la velocidad del objeto, esta fuerza aumenta en
sentido opuesto a la fuerza de gravedad hasta que la anula y el descenso del objeto continua con velocidad terminal
constante, pequefia o grande, pero velocidad constante.

Sin embargo ¢cémo saber si la fuerza de resistencia del aire es de tipo viscoso o es una fuerza de arrastre
aerodindmico sobre el objeto?

Como en el experimento de Galileo Galilei de la caida libre de los objetos, el experimento es crucial para definir
el modelo que se ajusta a la caida de objetos en un fluido, como el aire.

Pero el movimiento de objetos que caen en el aire es mas complejo que la caida en el vacio donde Galileo mostré
que no depende ni de la masa ni de la forma del objeto o si gira 0 no alrededor de alguno de sus ejes de simetria.

Por ello, es necesario elegir un objeto, cuyas variables estén bajo control del experimentador, como la masa, su
area de impacto con la corriente de aire que enfrenta en su caida y su forma aerodindmica. Asi como, la obtencién de
resultados de caida del objeto en el aire que sean faciles de reproducir.

Un cono de papel de facil disefio es un objeto ligero (como una hoja de arbol) que puede construirse con diferentes
areas transversales de impacto con el aire y formas aerodinamicas, él cual cae al piso con estabilidad, sin girar y
mostrando diferentes comportamientos en su caida, como caer muy lentamente o muy rapidamente.

Dados estos comportamientos extremos de caida, de ¢qué dependen?, ¢cudl es la dindmica que sigue el cono en
su caida en el aire?, ;como afecta a esa dindmica la forma aerodindmica del objeto?

Para responder a estas preguntas, se revisara la teoria al respecto para establecer una relacién que determine el tipo de
fuerza de resistencia del aire sobre el objeto y se hara el experimento de la caida del cono que defina esta fuerza.
111. DINAMICA DE LA CAIDA DE UN OBJETO EN EL AIRE

Un cono de masa m al caer de una altura H, desde el reposo al piso esta sujeto a la fuerza de gravedad —mg y a la fuerza
f del aire que se opone a su movimiento.
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La fuerza f del fluido que se opone a la caida del cono puede ser una fuerza f,, preponderantemente viscosa 0 una
fuerza de arrastre aerodindmico f;, que supera a la fuerza viscosa. La fuerza viscosa f,, es proporcional a la velocidad y
la fuerza fp de arrastre aerodinamico es proporcional a la velocidad al cuadrado.

En cada caso, la segunda ley de Newton se aplica para determinar la dinamica de la caida del cono de la siguiente
forma:

ma = —mg — k|v"|v, ()]
con n igual a cero (para la fuerza viscosas) o n igual a uno (para la fuerza de arrastre aerodindmico).

Para determinar el valor de n se considera la velocidad terminal del movimiento. Esto es, al caer el cono desde
el reposo, la rapidez del cono se va incrementando hasta que la fuerza del fluido sobre el cono iguala a su peso, la
aceleracion del cono se anula y el mévil alcanza la llamada velocidad terminal v;, que es una velocidad constante que se
determina por:

—-mg — k|vr|vr =0, ©)

0 hien,

vilvr = =2, (4)

En la ecuacion (4) existen dos posibilidades, seginsean = 0 0 1.

Paran = 0 (fuerza viscosa), se tiene la siguiente expresion para la velocidad terminal:

vy = -2, ()

K

y para n = 1 (fuerza de arrastre aerodindmico), la expresion correspondiente es:

vr = —\@. (6)

En las dos expresiones anteriores, se observa respectivamente que la velocidad terminal depende de la masa m del cono
o delaraiz cuadrada de m.

Para determinar cual de las dos expresiones (5) o (6) es la que se aplica a la caida de conos se haré el experimento
de caida del cono, pero antes se discutira el disefio y la geometria del cono que depende de los pardmetros de disefio [3]
y que afecta, juntamente con los parametros del aire, su caida en el aire.

IV. DISENO DE CONOS RECTOS.

Para construir un cono recto, en una hoja de papel se dibuja un circulo de radio R, y dos radios del cono separados un
angulo 6, (Figura 1a).



Alejandro Gonzalez y Hernandez / Lat. Am. J. Sci. Educ. 9, 12010 (2022) 4

(a) (b)

FIGURA 1. (a) Disefio geométrico del cono recto, (b) Construccidn del cono recto.

Se recorta el semicirculo que queda sin el area entre los radios. Este semicirculo se dobla por sus orillas radiales, que se
pegan con cinta adhesiva, para formar un cono recto de radio r, de la base, altura hy y generatriz R, (Figura 1b).

V. GEOMETRIA

La geometria del cono recto de la Figura 1b depende de los pardmetros de disefio Ry y 8, segln las siguientes
férmulas matematicas.

El perimetro P de la base del cono esta dado por:

P = 2mry = 2Ry — RoBy, )
de donde
To = Ry ( - z—;)' 8
El &rea de la base es entonces:
Ay =mré = nRE(1 - 29—;)2, C)]
La altura del cono es:
ho = \/RZ — 17 = 22[(4m — 65)00, (10)

El &ngulo del vértice del cono se determina a partir de:

_ ﬁ _ 271'—90
tan ¢y = he = Jam=00)60 (12)
por lo tanto:
_ 277.'—90
¢o = atan (—W). (12)

Se observa que el angulo ¢, del vértice del cono depende exclusivamente del angulo 6, de disefio. Este angulo determina
la forma aerodinamica del cono, si 8, es pequefio, ¢, esta proximo a 90°, el cono es muy plano y su velocidad de caida
lenta, si 6, es grande, ¢, es pequerfio, el cono es agudo y su velocidad de caida es rapida.
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VI. DETERMINACION DE LA FUERZA DEL FLUIDO SOBRE EL CONO

Con el disefio del cono de la Figura 1a, se construye un cono de papel de masa my, base A, y altura hy como el de la
Figura 1b y se deja caer de una altura H al piso, desde el reposo, con el proposito de que el cono alcance la velocidad
terminal en su caida.

El movimiento del cono se filma con una camara de celular a 220 fps, la captura de datos experimentales del
movimiento se hace con Tracker (software de captura y analisis de videos de movimientos) y su andlisis se realiza en
una hoja de célculo para determinar la velocidad terminal del cono. Luego, el cono se carga en su interior con pequefias
bolas de plastilina de masas m; = im/p (coni = 1,2,3,..,y p = 5) que aumentan la masa del conoam = my, + m;,
sin alterar su area transversal de impacto con el aire o sus pardmetros de forma aerodinamica.

El experimento anterior se repite con las masas m; agregadas a la masa m, para i = 1,2, ...,6 para determinar
las velocidades terminales correspondientes a cada una de estas masas.

Los resultados de velocidades terminales como funcion de la masa del cono se reportan en la Tabla 1. Estos
resultados se utilizan para hacer las graficas de v, vs my v? vs m y determinar si alguna de estas dos gréficas sigue un
comportamiento lineal a partir del origen que permita definir el tipo de fuerza que el aire ejerce sobre los conos en su
caida al piso, ya que indicaria una proporcionalidad directa entre la variable v, o v? con m.

El andlisis visual de la grafica v; vs m indica que no es una recta, es decir, no hay una proporcionalidad directa
entre la velocidad terminal y la masa del cono. Este resultado indica que la fuerza viscosa que corresponde a esta
proporcionalidad, segun el experimento no es significativa en los experimentos del cono realizados.

TABLA 1. Velocidad terminal de un cono con masa variable.

# m (kg) vi(m/s) v’ (m/s))
0 0 0.00 0.00
1. 0.0007 1.58 2.51
2 0.0011 1.99 3.97
3 0.0014 2.49 6.19
4 0.0018 2.51 6.30
5 0.0021 2.94 8.66
6 0.0025 2.94 8.67
7 0.0028 3.37 11.35

Sin embargo, el ajuste de la grafica v; vs m, por minimos cuadrados da como resultado la funcién:

[vr| = 62.6v/m, (13)

que indica, segun la expresion (6), una relacion de proporcionalidad directa entre la velocidad terminal y la raiz cuadrada
de la masa.

35 . .
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= % s /
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~ 400
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0.0 0.00 /
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FIGURA 2. Gréficas de (a) v, vs m,y (b) v} vs m.
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La relacion cuadrética se confirma al al graficar el cambio de variable vZ vs m en la Figura 1.b, que muestra el
comportamiento lineal esperado entre las variables m y v?, cuya ecuacion de ajuste por minimos cuadrados es:

v =3.9 x 103m. (14)
De esta manera, el modelo de proporcionalidad directa entre v y m, indica que es la fuerza de arrastre la indicada
para modelar la caida del cono en el aire, ya que el experimento esta de acuerdo con la expresion (6) que se deduce de
esta fuerza.
El experimento ha sido crucial para definir la fuerza del aire que se aplica en la dindmica de la caida del cono,
por lo que solo nos referiremos a la fuerza de arrastre aerodinamico en lo que sigue.
VII. MEDICION DEL COEFICIENTE DE ARRASTRE Cp,
La ecuacion de movimiento de la caida del cono, con la fuerza de arrastre aerodindmico est4 dada por:
ma = —mg — k|v|v, (15)
0 bien,
ma = —mg + kv?, (16)
si se considera que la velocidad del cono en su caida al piso es negativa.

Si el objeto alcanza su velocidad terminal, como ya se mencion6 anteriormente, la aceleracion del movimiento
es cero, y

g
_m, an
como el resultado experimental en (14).

Por lo tanto, la pendiente de la recta, es segun la expresion (3b), el cociente:

% = (39 +0.2) x 103 k’;‘sz, (18)
expresion, donde se ha incluido el error experimental en la medicién de la pendiente de la recta (2b).
Despejando « de (15), se obtiene:
K=(25£01) x1073%, (19)
De acuerdo con la teoria de la fuerza de arrastre aerodinamico, la constante x esta dada por:
K =24 (20)

2

con p la densidad del aire (igual a 1 kg/m? en el lugar donde se hizo el experimento) A el area transversal del
cono perpendicular a la corriente del aire en m? y Cp, el coeficiente de arrastre que es una cantidad adimensional.

Despejando Cp, en (20) se tiene:
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2K

Cp ==,
D=0

(21)

por lo que el valor de €, = 0.79 + 0.08.

VIII. EL COEFICIENTE DE ARRASTRE C;, PARA DIFERENTES ANGULOS ¢

El coeficiente de arrastre Cj, tiene que ver con la forma aerodindmica del cono. Si el cono es muy plano, el valor de Cp
es grande, pero si el cono es agudo, su valor es pequefio, en cada caso, la fuerza del aire que se ejerce sobre el cono es
grande o pequefia respectivamente.

Sin embargo, la densidad del medio y el &rea transversal del cono también afectan el valor de la fuerza de
resistencia del aire, por lo que en el experimento para medir C,, para diferentes valores del angulo del vértice ¢, se
mantienen constantes.

La densidad del aire es constante, ya que la caida del cono ocurre con aire quieto y la altura de caida es

insignificante para notar cualquier variacién de la densidad del aire por esta causa.
El area transversal, segln la expresién (9) se puede mantener constante, si:

mR?(1— )2 = A = cte. (22)

Ello implica que se puede disefiar conos que con area constante a partir de la siguiente regla:

T
R = — (23)
21
Puesto que el &ngulo ¢ depende de 6 segun la expresion (12), los conos construidos variando 6 y en consecuencia
R que depende de 6 para A constante, tendran una forma aerodinamica que variara de conos planos a conos agudos segun
6 vaya aumentando.

En estas condiciones, se repite el experimento para medir la velocidad terminal de conos en su caida para
diferentes angulos de disefio 6 con sus masas (m = 0.5 + 0.05) g) y éareas transversales (A = 1.53 + 0.007) X
1073 m?) constantes. En este caso, el coeficiente de arrastre Cp, depende solo de las diferentes formas aerodinamicas de
los conos, que depende del angulo ¢.

En la Tabla 2 se muestran los valores obtenidos de 6, ¢ y Cp, para diferentes valores del angulo de disefio.

En la Figura 3 se muestra la grafica de Cp vs ¢. La recta de ajuste por minimos cuadrados se hace pasar por el
origen, ya que, cuando el &ngulo de disefio 6 esté cercano a 27, el &ngulo ¢ es cercano a cero y el cono es extremadamente
agudo y el coeficiente Cj, es extremadamente pequefio. En el limite, para un area A constante, cuando 6 tiende a 2, la
generatriz R del cono tiende a infinito y el &ngulo ¢ tiende a cero. Ello significa, que el cono se aproxima a una recta 'y
su coeficiente de arrastre C, tiende a cero.
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TABLA 2. Coeficiente de arrastre Cp en funcion de ¢.

# 8(°) $(°) Co
1 15 73.4 1.07
2 30 66.4 1.01
3 45 61.0 0.92
a4 60 56.4 1.01
5 75 52.3 0.73
6 90 48.6 0.77
7 105 45.1 0.87
8 120 41.8 0.88
9 135 38.7 0.60
10 150 35.7 0.54
11 165 32.8 0.57
12 180 30.0 0.63
13 195 27.3 0.56
14 210 24.6 0.46
15 225 22.0 0.44
16 240 19.5 0.51
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FIGURA 3. Gréficas Cp vs ¢ de los datos experimentales y ajuste lineal por minimos cuadrados, con un coeficiente de determinacion R? = 0.979.
La ecuacion de la recta de la Figura 3, esta dada por:
Cp = 0.016¢. (24)
El intervalo de validez de la relacion en (24) en ¢ es de 0 a g (de conos agudos a conos planos) y en Cp de 0 a
1.5.

La pendiente de la recta en (24) depende del A transversal. Al cambiar el area transversal A (que se sigue
manteniendo constante), la pendiente de la recta disminuye para valores pequefios de A y aumenta para valores grandes
de A.

IX. DISCUSION

El experimento que se ha realizado aqui para determinar el tipo de fuerzas que se ejerce sobre un cono de papel (con éarea
transversal pequefia) determind que para las velocidades terminales alcanzadas por el cono para diferentes masas (sin
variar ninguno de sus otros parametros que lo caracterizan), la fuerza del aire que se ejerce sobre el cono en en su caida
al piso es del tipo de arrastre aerodindmico, es decir proporcional al cuadrado de la velocidad.
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Al conocer esta fuerza es posible formular la ecuacion de movimiento adecuada, como lo muestra la expresion
(16), para determinar la dinamica completa del movimiento del cono en su caida en el aire.

Sin embargo, hay que determinar algunos parametros para resolver esta ecuacion de movimiento, como la masa del cono,
la densidad del aire de la localidad donde se realiza el experimento, el area transversal del cono (el area de su base) y el
coeficiente de arrastre, que es un parametro que tiene que ver con las caracteristicas aerodinamicas del cono.

Este coeficiente de arrastre varia para diferentes configuraciones aerodinamicas del cono, por lo que hay que
determinarlo experimentalmente.

Para ello, se realiz6 el mismo experimento que se hizo para determinar el tipo de fuerza sobre el cono, pero con
diferentes conos de forma aerodindmica diferente (Angulo ¢ diferentes que implica tener conos planos o agudos) para
determinar este coeficiente y su dependencia con el angulo ¢, que a su vez depende del angulo de disefio 6 que se
utilizaron para construir los conos (ver Figura 1a).

El resultado ha sido una linea recta (ver Figura 3) que establece una relacion lineal entre el coeficiente de arrastre
Cp Yy el &ngulo ¢, y en consecuencia el angulo 0 (ya que ¢ depende 6. De esta forma, no solo se determina el coeficiente
de arrastre para una familia de conos que mantiene su area transversal constante, sino que se tiene un método de
construccion para el disefio de los conos de esta familia.

Estudios numéricos sobre el coeficiente de arrastre [4] hacen un estudio que generalizan la medicion de este
parametro para esferas, cilindros y conos, sin embargo, las bases para estos estudios son los mismos que los que aqui
hemos usado.

X. CONCLUSION

Se han disefiado conos de papel utilizando dos parametros de disefio, que se han aplicado para construir conos de
diferentes formas aerodindmicas. Con uno de estos conos, se ha podido definir, a partir del experimento, la fuerza de
resistencia del aire que se opone a la caida del cono de papel, y se ha medido experimentalmente el coeficiente de arrastre
aerodindmico que caracteriza esta fuerza.

Se ha encontrado una relacion que determina el coeficiente de arrastre de conos de forma aerodindmica variable
con €l &ngulo del vértice de cada cono, manteniendo el resto de los pardmetros constantes. Este es un angulo de ataque
de los conos en su paso a través del aire.

Todo lo anterior, con el objetivo de ir entendiendo el movimiento de estos objetos en el aire, que afecta a
proyectiles que se mueven en este medio, como cohetes, aviones, balas y misiles con puntas cénicas, que siguen las
mismas leyes de la dindmica, que las que hemos utilizado aqui para nuestro estudio.

El experimento aqui descrito con diferentes conos es sencillo de realizar en el cualquier laboratorio de ensefianza

de la mecénica newtoniana. Para los estudiantes de fisica o ingenieria es formativo, ya que exige manejar las técnicas
experimentales y las deducciones tedricas con cuidado para llegar a los resultados esperados.
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